Exo7

Séries de Fourier

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** treg difficile
I : Incontournable

Exercice 1 **

1. Soit f la fonction définie sur R, 27-périodique et impaire telle que Vx € |0, %[, f(x) = sin(%). Déter-
miner f(x) pour tout réel x.

2. Soit f la fonction définie sur R, 27-périodique et paire telle que Vx € [0, %], f(x) = sin (%). Déterminer
f(x) pour tout réel x.

Correction V¥ [005781]

Exercice 2

Développer en série de FOURIER les fonctions suivantes puis déterminer la valeur des sommes indiquées :

1) (**) f : R — R 27-périodique paire telle que Vx € [0, 7], f(x) = 1 — Z. En déduire ¥, o +1>2’ el

ety ni“

2)(**) f : R—R 27t—périodique impaire telle que Vx € [0,7], f(x) = x(7 — x). En déduire Y, on Jl)l;,
n= 0(2n+16e n 1n°

3) (**) f : R — R 27-périodique telle que Vx €] — 7, 7], f(x) = sin (3). En déduire ¥, (— )”ﬁ.

4) (%) f - R—>R 27r—périodique telle que Vx €l-m,x, f (x) = ch(Ax) (A réel strictement positif donné).

En déduire ¥,/ M_Jr?zz, e ;Lz 2z et I m

5) (**) f : R — R telle que Vx € R, f(x) = sup(0,sinx). En déduire 7= > . -

Correction ¥ [005782]

Exercice 3 ***
Soita € C\ [-1,1].

1. (a) Développer en série trigonométrique la fonction f : ¢ — (utiliser la racine de plus petit

a— COSl
module, notée b, de I’équation Z—az+1= 0).

(b) La série obtenue est-elle la série de FOURIER de f?

2. Déduire de 1) la valeur des intégrales I, = [F <" gt n e N.

0 a—cost

Correction V [005783]

Exercice 4 ***]

(un développement en série de fonctions de

sz et cotan(7z)).

Soit o € C\ Z. Soit f I’application de R dans C, 2z-périodique telles que Vx € [—, 7], f(x) = cos(ax).

1. Développer la fonction f en série de FOURIER.

2. En déduire que pour tout z € C\ Z,

_1 +o0 2
sinzrﬂz) - E_'_Zn:l(_l)nzzfnz et ncotan(ﬂz) 7+Zn Iz 2 nZ
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Correction V [005784]

Exercice 5 **

Développer en série de FOURIER la fonction f : x — x—E(x) — 5.
Correction ¥ [005785]




Correction de ’exercice 1 A

1. e Puisque f est impaire, f(0) = 0. Puisque f est impaire et 2x-périodique, — f(7) = f(—7m) = f(7) et
donc f(m) =0. Puisque f est 2m-périodique, pour k € Z, f(2km) = f(0) =0et f((2k+1)7) = f(7
Finalement, Vk € Z, f(km) = 0.

Soit x €] — ,0[. Puisque f est impaire, f(x) = —f(—x) = —sin(—3) =sin (%) et donc Vx €] — 7, 7|,
f(x) =sin(3).

Soit x € R\ wZ. Il existe k € Z tel que — < x — 2k < 7 et puisque f est 2x-périodique, f(x) = f(x—
2km) = sin (=2%) = (—1)*sin (3). De plus, — T <x—2kn < T = k < SR <k4lethk=E (5F).

OsixenZ
(=1)fsin(3) ovk=E (5Z) six¢ nZ °

2

Vx € R, f(x)—{

. @ Soit x € [—m,0]. Puisque f est paire, f(x) = f(—x) = sin (—%) = sin(‘ﬂ) et donc Vx € [—m, 7],
f(x) =sin (‘%D

Soitx € R. Il existe k € Z tel que — < x—2k7m < 7 et puisque f est 2w-périodique, f(x) = f(x—2km) =
sin |24,

Vx€R, f(x)=sin(|5 —kn|) ok =E (32

%)

Correction de ’exercice 2 A

1. La fonction f est continue par morceaux sur R et 2z-périodique. On peut donc calculer ses coefficients

de FOURIER.

S /1\

28 -1 —6 -5 -3 <2 -1 1W5 6 7
—1 +

Puisque f est paire, Vn € N*, b,(f) = 0 puis pour n € N, a,(f) = %fon (1- 2—;) cos(nx) dx.
Par suite, ao(f) = 0 puis pour n € N*,

an(f) = % <[(1 _QT;C) Sin,gHX)}Z—’—%fOn sin(nx) dx) _ # [*COZ("X)}: — 4(1;2(;21)”‘

La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’apres le théoréme
de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R. Par suite, pour tout réel x,

F) = 942 31 (an () cos () 4 bu () sin(nx)) = 2 T, = cos(nx) = £ 7 <Brii,

VxR f(x) = & T .

Légalité f(0) = 1 fournit },", ﬁ 7 Ensuite, si S = ¥ T 5 ona
2
§= Z 2n+12+2 _%"‘%’
2 2
etdonc § = 3 >< =%

D’autre part, puisque f est continue par morceaux sur R et 27z-périodique, la formule de PARSEVAL
2
fournit % + 5,7 ((@n(£)* 4 (ba(f))?) = £ [72(f(x))* dx et donc

n=1

oo/—



% rJlr:O 2fo( —;) dx:[—%(l_%)] :%

1 4

_2. = _ : _ 1
et donc no(z )4—3><64—96.Enﬁn,51onposeS—n4,
__y oo 1 . 5
§= n0(2n+1)4Jr 21 o = 96 T 160
16 ot _ ot
etdonc S = 2 X 5z = g5-

2. Lafonction f est continue par morceaux sur R et 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients
de FOURIER.

3__
2__
1__
[l [l 7IT [l [l [l [l [l [l I2 [l [l
-5 —4 3 —2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
Lo |
34

Puisque f est impaire, Vn € N, a,(f) = 0 puis pour n € N*,

ba(f) = i/onx(ﬂ—x) Sin(n) dx = % <[x(7r—x)_C()rSl<nx)K+}11/on(7r—2x) cos(nx) dx)
_ % ([(E—Zx)sminx)]:—i—i/onsin(nx) dx) - % [_C"Sn(”x)]: _ W.

La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’aprés le théoréme
de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R. Par suite, pour tout réel x,

Fx) = @) £ 157 (an(f) cos(mx) + by () sin(nx)) = £ L5 G sin () = §pie S0,

Vre R f(x) = FE% T

. 2 . o 3 . . .
L’égalité f (%) = I fournit Z:{ZO(—I)”W%)3 = %5. Ensuite, puisque f est continue par morceaux sur

R et 27-périodique, la formule de PARSEVAL fournit M + Y7 (an (1)) 4+ ba(£)H) = 1 [TL(f(x))? dx
et donc

64 o0 1 2 2 1 1 1
e ::0(2n+1)6:Efonx2(”_x)2dx_ﬁ[ -+ % }0:2”4(3_5""5):%

4o 1 _ it at _ b : _ 1
etdonc ) Gnr1)s = 68 X 15 = 960 Enfin, si on pose § = &,

S =Y. 2n+16JFZ )6_96O+64’

4



6_”6

etdonc S = 63 X 960 = 945 -

+oo 1 _ +oc 1 4o 1 _ w

J— n —_ —_
n0(—1)" G = 32> Lalt iy = g SLLT o =

. La fonction f est continue par morceaux sur R et 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients
de FOURIER.

3 +

2 +

1 +
[l [l _27T [l [l _7IT [l [l [l [l I7T [l [l I27T [l [l
-8 -6 -5 -4 -3 -2 1 2 SM 7 8

14

24

34

La fonction f a mémes coefficients de FOURIER que la fonction g définie sur R, impaire et 27-
périodique telle que Vx € |0, 5 [, g(x) = 0. Donc Vn € N, a,(f) = 0 puis pour n € N*,

b,,(f):i/onsin(;)sin(nx)dx:;/on< <(n—> >—cos<< +;)x>>dx

_llsin((n—é>x)_sin((n+é) x) ::71[< <1_<—+1>>

La fonction f est 27m-périodique et de classe C! par morceaux sur R. D’ aprés le théoreme de DIRI-

CHLET, la série de FOURIER de f converge en tout réel x et a pour somme 3 (f(x")+ f(x~). En parti-
culier,

T n—% I’l—l—%
LDt 2 (-1 8
A N

Vx €] —

w7, sin () = =2 ¥, (—1)" 2 sin(nx).

Légalité f (5) = 5 fournit

1 _ _ 8 ) 8 2p+1 8 2p+1
ﬁ =—7 :lr:o(—l)n‘mzn 1 Sln( ) Zp 042pi1) Sln((zp—i_l)%) Z ( ) 16p2i1p+3’
o0 (_ )n 2n+1 _ T
n=0 16n2+16n+3 82"

. f est 2zm-périodique, continue par morceaux sur R et paire. Pour n € N*, b, (f) = 0 puis pour n € N,
an(f) = % [*, ch(Ax)cos(nx) dx.
lere solution. Soit n € N.



e </ ch lx)emx dx> = —Re </ e(erln)X dx+ e(*l+m)x dx)
- 27 . o
A+in)m —(A+in)m (—A+in)
Re (e ¢ ¢
(

1
an(f):ER
1

T 2r

_(

_oh(
(
AT)

— T e (FAtinT (=1)"  (2sh(Am) —2sh(Ax)
A+ in * “A+in ) 2 Re( Atin | A+ >
—1)"sh A—in  A+in\  2Ash(Am)  (—1)"
T Re<12+n2+12+n2>_ %

T n?+ A2
2eme solution. Une double intégration par parties fournit

an(f)=;<[5h(;x) cos(nx)] ﬂﬂ+z ZSh(“) sin(nx) dx) 1 <2(—1)”sh(/17t) x

(AL S /nsh(kx) sin(nx) dx)
! <2(—1>;h(7“f) o ( {Ch(/l“) sm(nx)] ”n -2 7; ch(Ax) cos(n) dx>)
2(=1)"sh(27) _n’

AT _ﬁan(f),

etdonc Vn € N, a,(f) = 2(—1)" sh(Ax) A2

_ 2Ash(Am) _ (=1)"
- s nx(

Ry A AT
La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’aprés le théoréme
de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R. On en déduit que

Vx € R, f(x) _ sh(ln:) + 27Lsh(l7r) oo (—1)"

n 3 ST cos(nx).

L égalité £(0) = 1 fournit 1 = A% | AN ytes (1 e gone

oo (=1 T (1 _ sh(/ln:)) _ m(sh(Am)—7A)
n=1 7722 — 2Ash(An) ix ) = 2A%msh(Am)
= ch(A ) fournit

et ’égalité f(m)

doo 1 sh(Am)\ _ Amch(Am)—sh(An)
L5 e = axsn(m) (Ch(k”) T Tim ) = T 2A%sh(An)
) Axch(Am)—sh(A
YA >0, ¥4 1n2+112 — msh(m et Y 1n2+1,12 _ Amch(Am)—sh(A7)

2AZsh(Ax)

La fonction f est 2z-périodique, continue par morceaux sur R. L’égalité de PARSEVAL s’écrit
—+oo

(@) + (BalF))) = L[5 ((0)) dxavec
LI (f@)2 dx= 1 ™ ch?(Ax)

dx = lfﬂ? ch 27Lx ch(2Ax)+1 dx — 1+sh(2)ut)

2T
27L7r 2sh?(Am) | 4A%sh’*(Ax
etdonc 142 ( ) — nZSIZ ) n2< ) n 1(12%2)2 puis
Foo 1 _ 2 1+ sh(2Am)  2sh*(Am)\ _ 272A247mAsh(2Am)—4A2sh*(Ax)
n=1 (A2+n?)> — 4)2sh>(Ax) 21 n2A? - 8A4sh?(A )
7222 4w ch(Ax)sh(Ax)—2A%sh*(Ax)
VA >0, Z 7L2+n2) 4A2sh2 ()

La fonction f est continue par morceaux sur R et 27-périodique. On peut donc calculer ses coefficients
de FOURIER.



3 4
2 4
1 4
1 1 _%IL/I\_(’]T 1 1 1 1 7IT 1 1 1 27/|\
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
14
_94
34
Soit n € N.
an(f) = —/ sup(sinx,0) cos(nx) dx = —/ sinxcos(nx) dx = —/ sin((n+1)x) —sin((n — 1)x) dx
TJ_ T Jo 27 Jo
= fosi (2x)dx51n—1 ﬁ{—%(zx)}zsinzl
n =
[ S s 2 T g (O ) i
Osin=1
=Yy _14+E=D"
T n2—1
Soit n € N*,

1o
Zmn—l

T Osin#1

bu(f) = 1/Oﬂsinxsin(nx) dx= ;ﬂ/on(cos((n— 1)x) —cos((n+1)x)) dx = {

La fonction f est 27m-périodique, continue sur R et de classe C! par morceaux sur R. D’apres le théoréme
de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R. On en déduit que pour tout réel x

sup(sinx,0) = L + Sigx 1y 1: ]) cos(nx) = 1 + Sigx —; p S 5 . 127 €0s(2px).

Vx € R, sup(sinx,0) = 1 4 six _ 2y b= L cos(2nx).

n=1 4n2—1

L égalité f(0) = 0 fournit 1 — 2 ¥ 7= -— = 0 et donc

4o 1 1
n=14n2-1 — 2°

1 1 1 : 1 1 1
Remarque. )., % 15— p = Hmyo e 3 Y00 (5507 = 3or1) =My 5 (1= 3557) =3

Correction de I’exercice 3 A

1. (a) Soita € C\ [—1,1]. Pour tout réel ¢, a — cost # 0 et

1 2 —2¢'

a—cost — 2a—e'—e " T (eff)2—2ae+1"




L’équation z> — 2az + 1 = 0 admet deux solutions non nulles inverses 1’une de ’autre. On note b la
solution de plus petit module de sorte que |b| < 1.

On ne peut avoir |b| = 1 car alors il existe 8 € R tel que b = ¢®. On en déduit que 2a = b + % =
2cos 6 € [—2,2] puis que a € [—1,1] ce qui n’est pas. Donc |b| # 1. Plus précisément, puisque
b] < ||, ona|b] < 1et|4|. En particulier, b # ;.

Ensuite, pour |f| < |b|, on a

I —2e 2 b 1/b \  2b be~ ' N 1
a—cost (et —b)(et —1) L _p\et—b e —L ] 1-b2\1—be " 1—bel

)
2b I . e . . .
=1 be " Y D'em™ 4+ Y b"e™ | (car |be"| = |be™"| = |b] < 1)
= n=0
2b iy ; REag 2b
_ - (Z bn+left(n+1)t + Z bnemt> _ <1 + Z el + Z ble m)
B n=0 n=0
2b iy
=12 (1 +2) b”cos(nt)) .
Vi €R, i =2 (142X, b"cos(nr)).

(b) Pour tout réel t € [—m, 7] et tout entier naturel non nul n, on a |b" cos(nt)| < |b|". Comme la série
numérique de terme général |b|" converge, on en déduit que la série de fonctions de terme général
t — b"cos(nt), n € N, converge normalement et donc uniformément sur le segment [—7, 7.

On sait alors que la série obtenue est la série de FOURIER de f.

2 7 cos(nt)

2. Puisque la fonction f est paire, pour tout entier naturel n, a,(f) = % [y —our

naturel n (y compris pour n = 0),

dt. Donc, pour tout entier

fyr cos(nt) _ ma,(f) _ 20"tn
a— cost - 2 T 1-b2

Finalement,

n+1
Vne N, [Tt gy 2"x

a—cost 1-b2

Correction de I’exercice 4 A

1. Soit o € C\ Z. La fonction f est 27-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R.
Donc la série de FOURIER de f converge vers f sur R d’apres le théoréme de DIRICHLET.

Puisque f est paire, Vn € N*, b,(f) = 0 puis pour n € N,

an(f) = 2 /Oncos(ocx) cos(nx) dx = jlr/on (cos((n+ a)x) +cos((n— o)x))dx

T
1 [sin((a+n)x) s1n((a n)x) 1"
—2 [Maen S arn
0
_ 1 (sin((a+n)m) n sin (a n)m) 2(xs1n(a7r)
B a+n n(o? —n?)
Finalement,
Vo€ C\Z,Vx € [—m, x|, cos(ax) = Si"gft”) + Si"(g”) e (=1)" azZa 5 cos(nx).




2. Soitz € C\ Z.

On prend o = z et x = 0 dans la formule précédente et on obtient 1 =
(*). Maintenant,

sin(ﬂz)+sin(ﬂz) +oo (71)n 2z

nz T n=1 72—n?

$in(711z) = 0 & 5 (€™ — 7)) = 0 & €™ = ¢ & 2™ = | & 2inz € 2inL < 7 € L.

Puisque z € C\ Z, sin(7z) # 0 et I’égalité (x) peut s’écrire Sm(ﬂz) = % +¥5 (—1)”Z22_Zn2.

_ 51n(7rz)+sin(7tz) +oo
T omz T n=1 2

De méme, en prenant & = z et x = 7, on obtient cos(7z) < etdonc 7eotan(7z) =

= + Zn 1 Zz_nz

:74_): | (—1)" %5 et weotan(7z) = 1+ ¥, lzz,nz

2—n

sm(

Correction de ’exercice 5 A
La fonction f est 1-périodique, continue par morceaux sur R. On peut donc calculer ses coefficients de FOU-

RIER.

1+

Lol L2
A i £ A «/ y/ Y v

f(x)six¢Z

OsixcZ qui est impaire.

La fonction f a mémes coefficients de FOURIER que la fonction g : x — {

Donc, Vn € N, a,(f) = 0 puis pour n € N*

ba(f) = f/olf(t)sin (2”17”> dt:/01(2t—1)sin(2n7rt) di

_ [_(2tl)cos(2n7rt)]:)+1/01005(2nm>dt:(_1_1>+0

2nmw nmw 2nwt 2nmw

La fonction f est de plus de classe C! par morceaux sur R et d’apres le théoreme de DIRICHLET, en tout réel
x, la série de FOURIER de f converge et a pour pour somme 3 (f(x) -+ f(x~)). En particulier,

o +oo sin 2n77:x)
L=-xp

Vx e R\Z, f(x) =x—E(x) —

Soit p € N*. Pour n € N*,

du
bu(fp) —2/ f(pt)sin(2nmt) dt = 2/ f(u)sin <2n7r )p
2t—1 !
= —( )cos(2n7tt) +i cos(2nmt) d B +0
2nmw o N Jo 2nm 2n7r
1
- oam’

Remarque. Soient p € N* etx € [0,1]\ {%, ke [[O,p]]}. Alors px ¢ Z et donc



Fox) = f(px) = — L= P — gy sin(2kmx)

Osik ¢ pZ
ol Vk € N*, by , = { _Lsikepz mais malheureusement, on ne peut pas récupérer ces coefficients car la
-7

P
série obtenue ne converge pas normalement.

2
V(p,a) € (N, Ji fylx)fylw) dox = POB2a

10



